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Resumo. Este trabalho apresenta um método para a andlise de problemas de interacéo
estaca-solo, acoplando-se 0 Método dos Elementos de Contorno (MEC) ao Método dos
Elementos Finitos (MEF). O solo é modelado com o MEC, utilizando-se as solugdes
fundamentais de Mindlin, supondo um meio semi-infinito, homogéneo, isotropico e
elastico-linear. As estacas, modeladas com o MEF, consistem de um elemento Unico, com
quatro nés. Cada uma delas é representada no MEC como uma linha de carga. E
considerado o escorregamento das estacas em relagdo ao macico, empregando modelos
de aderéncia para definir a evolucdo das tensdes do fuste ao longo do escorregamento.
Sao empregados, como funcdes de forma, polinémios clbicos para os deslocamentos
verticais e quadraticos para as tensdes verticais do fuste. A reacdo da ponta da estaca é
calculada supondo tensédo constante na base. Sdo apresentados exemplos de aplicacéo
para validar a formulacdo, mostrando ser uma boa alternativa para a resolucdo deste
tipo de problema.
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1 INTRODUCAO

Diversos problemas praticos de engenharia envolvem a previsdo do comportamento de
grupos de estacas, havendo, portanto, uma demanda por cddigos computacionais capazes de
simular tais situacbes. Como o solo é formado na natureza sem qualquer tipo de controle
tecnoldgico, propriedades complexas como anisotropia, porosidade e descontinuidades podem
estar presentes. Uma formulacdo que inclua todas estas propriedades requer alto custo
computacional, problema agravado pela necessidade de modelar-se o solo como um sélido de
grandes proporcdes. O custo € ainda maior caso uma analise tridimensional seja necessaria,
podendo inclusive inviabilizd-la. Uma forma de contornar este obstadculo € incluir
simplificacbes no desenvolvimento da formulacdo do solo, reduzindo o tempo de
processamento do cddigo resultante. No entanto, quanto mais simplificada for a formulacéo,
mais distante ela se torna do problema real a ser modelado. Neste contexto, um desafio a ser
vencido é obter uma ferramenta numérica que seja, ao mesmo tempo, realista e viavel.

Motivados por este desafio, diversos autores se dedicaram ao desenvolvimento de
técnicas numéricas para a simulacdo de problemas de interacdo estaca-solo, conforme
apresentado abaixo.

Caso seja possivel, uma boa opcdo é empregar métodos analiticos, tal como no trabalho
de Randolph & Wroth (1979). Tal abordagem fornece resultados precisos com baixo custo
computacional, no entanto as solugdes obtidas sdo validas somente para problemas
especificos. Outra opcdo é o modelo de Winkler, o qual é empregado no trabalho de
Tahghighi & Konagai (2007). Neste modelo o solo € substituido por um sistema de molas
equivalente e discreto, sendo sua desvantagem a dificuldade de calcular valores em pontos
internos do macico. Outro modelo que deve ser citado é o método da camada finita, conforme
aplicado no trabalho de Ta & Small (1998). Aplicando esta teoria em um problema
tridimensional este fica reduzido a apenas duas dimensdes, no entanto este método é valido
somente em problemas elasticos.

Uma ferramenta numérica poderosa que € utilizada por muitos autores (Ottaviani (1975);
Chow & Teh (1991); Comodromos et al. (2005); Said et al. (2009)) é o método dos elementos
finitos (MEF). O MEF é, na maioria dos casos, a op¢do mais eficiente e pratica para a analise
de estruturas. No entanto, 0 MEF perde um pouco da sua praticidade quando utilizado para
simular o solo como um sélido infinito e tridimensional, pelo grande nimero de elementos
necessarios. Uma forma de amenizar este problema é empregando elementos infinitos, tal
como realizado por Marques & Owen (1984) e Sadecka (2000).

Uma técnica numeérica que pode ser considerada eficiente para este tipo de problema é o
método dos elementos de contorno (MEC). Como somente o contorno do dominio do
problema é dividido em elementos, a andlise fica reduzida em uma dimensdo. Isto diminui o
custo computacional envolvido na resolucdo de equacBes e geracdo de malha, além de
simplificar o armazenamento de dados. Devido a estas vantagens varios autores utilizam o
MEC na analise da interacdo estaca-solo, conforme pode ser observado nos trabalhos citados
a sequir.

O modelo de Steinbrenner, o qual considera uma camada de solo indeslocavel a uma
profundidade prescrita, foi aplicado em Poulos & Davies (1968), considerando uma estaca
incompressivel imersa no solo. Submetida a uma carga axial, esta estaca e dividida em
elementos cilindricos, cada qual submetido a uma tensdo de cisalhamento uniforme. A ponta
da estaca € uma base alargada, na qual se considera unicamente a tensdo axial. Esta mesma
formulacdo foi empregada em Poulos (1968), considerando ent&o grupos de estacas. O ponto
de partida ¢ a interacdo de duas estacas, a partir da qual € obtido um coeficiente de influéncia.
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Para grupos com mais de duas estacas é feita uma superposicédo de efeitos, tomando as estacas
duas a duas. Sdo analisados diversos grupos de estacas idénticas variando seu ndmero e
posicionamento, sendo todas submetidas ao mesmo carregamento.

Em Butterfield & Banerjee (1971) s&o analisados grupos de estacas ligadas por uma placa
rigida. E aplicada uma forca concentrada e vertical na placa, determinando entio o
deslocamento vertical estabelecido no sistema. Em Banerjee (1976) é feito um estudo
semelhante considerando entdo estacas inclinadas e utilizando o método indireto das equacfes
integrais, podendo ser aplicada na placa uma forca ou um momento. Outra extensdo foi
adicionada a esse trabalho em Banerjee (1978), tornando possivel simular um solo com
maodulo de elasticidade linearmente variavel com a profundidade.

No trabalho de Chin & Chow (1990) o MEC é empregado na andlise de grupos de
estacas, porém a solugdo fundamental utilizada na formulagéo é obtida a partir de Chan et al.
(1974). Esta solucdo corresponde a uma forca concentrada aplicada no interior de um solo
composto por duas camadas.

Em Mendonga & Paiva (2000) é apresentada uma formulacdo do MEC para a analise de
grupos de estacas ligadas por uma placa flexivel, considerando apenas cargas verticais
aplicadas no sistema. O solo é representado como um semi-espaco infinito, homogéneo,
isotropico, elastico e de comportamento linear, enquanto que as estacas sdo simuladas como
linhas de carga aplicadas ao meio. Tal formulacédo foi alterada em Mendonca & Paiva (2003),
representando entdo as estruturas de fundacdo com o MEF. Para a placa séo utilizados
elementos finitos bidimensionais, para as estacas emprega-se elementos unidimensionais e o
solo € modelado com o MEC. Uma extensdo desta formulacdo foi obtida no trabalho de
Matos Filho et al. (2005), permitindo que sejam aplicadas também cargas horizontais, mas
considerando a placa rigida.

Em Jeong et al. (2004) sdo realizados diversos modelos em elementos finitos utilizando
software comercial para a analise de estacas imersas em argila sujeitas ao atrito negativo
oriundo do carregamento da superficie. A comparacdo entre modelos que consideram
escorregamento e modelos que desprezam mostra que a ndo consideracdo de escorregamento
leva a resultados mais conservadores e distantes da realidade.

No trabalho de Almeida & Paiva (2007), estacas sdo modeladas como solidos
tridimensionais com o MEC e o solo, também modelado com o MEC é considerado
estratificado. Sao empregadas as solugdes fundamentais de Kelvin, sendo geradas malhas que
se estendem até grandes distancias para representar a superficie livre e as interfaces entre
camadas.

Em Rocha (2009) é apresentada uma metodologia para acoplamento MEC/MEF de
solidos reforcados considerando modelos lineares de aderéncia. Neste caso, o dominio é
modelado com o MEC e os enrijecedores com o MEF. E introduzida na formulagdo uma
variavel de deslocamento relativo para considerar a perda de aderéncia entre 0s meios.

Neste trabalho, utiliza-se uma formulacdo de acoplamento MEC/MEF para a analise de
estacas verticais semelhante a apresentada em Matos Filho (2005), entretanto considera-se a
perda de aderéncia entre os dois meios através da introducdo da varidvel de deslocamento
relativo.
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2 O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Neste trabalho, as tensdes reativas das estacas sdo aplicadas como linhas de carga no
meio tridimensional modelado pelo MEC. A Fig. 1 apresenta uma estaca genérica imersa no
solo, ilustrando as principais caracteristicas do modelo numerico a ser utilizado.
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Figura 1. Caracteristicas do modelo numérico

A figura, que apresenta um elemento de quatro nés igualmente espacados ao longo de seu
comprimento, é dividida em quatro partes. Na Fig. 1a sdo ilustradas as cargas que podem ser
aplicadas no n6 do topo da estaca, incluindo forcas nas dire¢bes x,, x, e x5 do sistema de
coordenadas globais e momentos em torno de x; e x,. Na Fig. 1b estdo representados
quatorze parametros nodais de deslocamento do elemento finito, que incluem deslocamentos
nas direcdes x,, x, € x3 NOS quatro ndés mais rotagdes em torno de x; e x, no nd do topo.
Todas as forcas de interacdo estaca/solo sdo modeladas como carregamentos distribuidos,
assim como ilustrado na Figura 1c para as dire¢des horizontais do fuste e na Figura 1d para as
direcdes verticais do fuste e da base.

A partir da identidade de Somigliana, podem-se relacionar deslocamentos e tensdes:

0(Q) = - f £, Quy(Q)dr + f £ (p, Q)dT + fﬂ (@' de. )
r r

Nesta expressao, u;(Q) € o deslocamento de um ponto Q na direcao i, 0s termos f[fj (p, Q)
e ul i(p, Q) representam, respetivamente, a tensdo e o deslocamento do ponto Q, na direcao j,
provocada por uma carga unitaria concentrada no ponto p, aplicada na direcdo i, f;(Q) é a
forca de superficie em um ponto Q, na direcdo i e b;(q) é a forca de volume em um ponto q,
na direcdo i.

Ao se desprezar as forcas de volume, elimina-se o ultimo termo da Eq. (1). Como sdo
utilizadas as solugdes fundamentais de Mindlin, tém-se f” = 0. Desta forma, obtem-se uma
expressao mais simples:

w(Q) = [ fi(@Qu*;(p, Q)dr. )

Considerando uma coordenada local {, com origem no centro da barra, ou seja,
2 A - ~ s .
(= ~X3 — 1, tém-se as seguintes funcbes de forma cubicas para aproximar as forgas nas
direcdes x; € x5:
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Utilizando-se fungdes de forma quadréticas para interpolar a forca na dire¢do x5, tém-se:

1
([ goc-»
LY 1
{d3} = 531}={Z(—9(2—6(+3)} (4)
3m
l(% (9¢% + 127 + 3))|

Unindo Eq. (3) e Eq. (4) em um unico vetor &, a forca em um ponto da linha de carga
pode ser escrito da seguinte maneira:

£ = {2} {f} (5)

Logo, a Eq. (2) pode ser expressa na forma a seguir:

fu} = [ fr [U*]{@}Tdr] ) (6)

Onde [U*] é a matriz que contem as solucGes fundamentais de Mindlin.
Se considerarmos que o solo pode possuir um numero de estacas igual a N,,;, pode-se
obter a equacdo mais geral:

Nest

w=y [ | [u*]{q>}Tdr] () ™

e=1

Ao se escrever esta equacdo para todos 0s nos e agrupar os termos dentro dos colchetes
em uma matriz [G], tem-se a equagéo:

{us} = [GI{fs}: (8)

Neste caso, u, é o vetor dos deslocamentos dos pontos do solo. Pode-se ainda multiplicar
ambos os lados por [G]~1, obtendo-se:

{53 = [6]Hus}. ©)
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3 O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Cada estaca é modelada como um Unico elemento finito, cujas caracteristicas gerais séo
ilustradas na Fig. 1, apresentada na sec¢éo anterior. Todos os deslocamentos e carregamentos
distribuidos sdo aproximados empregando fungbes polinomiais, sendo que o grau dos
polinémios é escolhido considerando-se o nimero de pardmetros definidos em cada situagéo.
Para as direcdes horizontais sdo definidos cinco pardmetros nodais de deslocamento, portanto
0 deslocamento u na direcdo x; e o deslocamento v na dire¢do x, podem ser escritos como:

u={o} W} ={rn o 2 o o

H<~ |a<

<
N

v={o} (M) =lom on 00 00 0}

=

=

(10)

(11)

Como sdo cinco parametros, o ideal neste caso € empregar polindmios do quarto grau.
Utilizando uma variavel auxiliar adimensional & = 3/L sendo L o comprimento do elemento

no sistema global, chega-se as seguintes fun¢des de forma:
9Q _, s 85,
——&" 44587 - —¢°+1
2 g ¢ 2 g
—%§4L+9§3L—1—21§2L+§L
B 81_, 135
tel 2 ° 2

81 _, , 27 .,
By S b § il
45 g 45

E 42782

9., 9. 2
§§_E§+§

O deslocamento w na diregéo x5, por sua vez, deve ser definido a partir de quatro
parametros. Portanto:

(12)
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(13)

s s =5 =

Quatro parametros implicam utilizacdo de func6es de terceiro grau. Empregando
novamente a variavel adimensional &, obtém-se:

9 ., , 11
=& 495 -—¢&+1
e T e
27 45
2% g%

{9} = 57 : (14)
3 2 9
—?i +18¢8 —55

9,09,
S8 -SE e

Os carregamentos horizontais do fuste, g na direcdo x; e p na dire¢do x,, sdo também
definidos a partir de quatro pardmetros. Portanto pode-se aproxima-los com as mesmas
funcbes empregadas para os deslocamentos verticais w, ou seja:

a=1{¢} {a}. p={s} {n}. (15)

O carregamento no fuste 7 na direcdo x5, por sua vez, é definido a partir de trés
pardmetros. Portanto:

rz{a)}T{ri}:{a)l W, T, (16)

Para trés parametros o ideal é empregar funcdes de segundo grau. Estas funcdes sdo:

9., 9
2 2
(o} =1-9&% +6& +17¢. (17)

9., 3
S8 -5¢

Por fim, como a carga na base da estaca € definida a partir de um Unico parametro, adota-
se para ela uma aproximac&o constante. Isto é:

o={1a,}. (18)

ou simplesmente
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o={o,}. (19)

Definidas as funcdes de aproximacdo o proximo passo € escrever a expressao da energia
potencial total do elemento, que é dada por:

M= ﬂru”zdx + ﬂJ.Lv”zdx"Jr %J.Lw’zdx + ILuqu +
2 Jo 2 o 2 %0 0 _ (20)
+ IOvadx + IOL wadx — Fu, — F,v, — M,u; — M,v, —Vw,

Na Eq. (20), L é o comprimento da estaca, E é seu modulo de elasticidade, I € 0 momento
de inércia da se¢do transversal e A é sua area.

Por fim, minimiza-se a expressao da energia potencial total em funcdo dos parametros
nodais de deslocamento. Isto é feito calculando-se a derivada em rela¢do a cada um dos graus
de liberdade e igualando a zero. O resultado é um sistema de equagdes conforme escrito
abaixo:

[K1{up} = (P} = [Q1{£;}- (21)

Na Eg. (21), K é a matriz de rigidez da estaca. Os vetores u,, P e f, contém,
respectivamente, os deslocamentos nodais, as cargas concentradas nos nds e as cargas
distribuidas no elemento. A matriz Q transforma as cargas distribuidas em cargas nodais
concentradas.

4  ACOPLAMENTO MEC/MEF COM ESCORREGAMENTO

Ao se considerar o deslocamento relativo entre estaca e solo, a equacéo de equilibrio
Eq. (21) passa a ser escrita na forma:

[K1{up} + [K1{s} = {P} - [Q1{f;.}- (22)

Onde K, € a matriz de rigidez referente ao escorregamento e s é o vetor de deslocamentos
relativos entre solo e estaca. Por equilibrio, tem-se:

()= (23)
Utilizando-se Eq. (9) e Eq. (23) na Eq. (22), chega-se em:

[K{up} + [Ks]{s} = {P} - [QI[G]~*{us}. (24)
Que ainda pode ser reescrita fazendo-se a substituicdo [M] = [Q][G]™:

[K1{up} + [KI{s} + [M1{us} = {P}. (25)

Considerando-se a compatibilidade de deslocamentos a seguir:
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{us} = {up} — (s} (26)
Reescreve-se a EQ. (25) da seguinte maneira:

[K + M){u,} + [K; — M]{s} = {P}. (27)
Substituindo-se a EqQ. (26) na Eqg. (9), tem-se:

i} = 161w} - [G] " {us}. (28)

De posse das Eq. (27) e Eq. (28), é possivel calcular os deslocamentos e tensdes no fuste
da estaca. Entretanto, a quantidade de incdgnitas supera a de equagdes. Para contornar este
problema, parte-se da hipotese de escorregamento nulo, i.e., {s}={0}. Caso a tensdo no fuste
seja menor ou igual a uma tensdo limite f;,, esta hipotese é considerada satisfeita. Caso
contrario, o problema é resolvido iterativamente, considerando-se a carga excedente no ponto
em que hé plastificacdo do solo:

{Af} = {fs} — {fum}- (29)
Podem-se agrupar as Eq. (27) e Eq. (28) para esta situacéo:

=lar} (30)

Utiliza-se a Eq. (30) para se obter novos valores de u, e s. Posteriormente, parte-se
novamente para a Eq. (28) até que haja convergéncia.

K+M K,—M {Aup}
¢t —¢tIlas

5 EXEMPLOS

5.1 Estaca sem escorregamento

O exemplo a seguir (Fig. 2) considera uma estaca cilindrica imersa no solo, considerado
como um semi-espaco homogéneo, isotropico e elastico-linear, com médulo de elasticidade
de 2,1111x10° kN /m? e coeficiente de Poisson de 0,2. A estaca, por sua vez, tem 0,6096 m
de diametro, 6,096 m de comprimento e modulo de elasticidade igual a 2,1111x107 kN /m?.

Séo considerados trés casos de carregamento ndo simultaneos: o primeiro considera uma
forca horizontal, Fx, de 181,6 kN; o segundo, uma forca vertical, Fz, igual a 726,4 kN; e o
ultimo, um momento, Mx, de 75,826 kNm.

O mesmo exemplo foi resolvido utilizando-se a formulacéo de acoplamento MEC/MEF
apresentada neste texto, sem consideracdo de escorregamento e utilizando um modelo de
elementos finitos, utilizando o software comercial SAP2000®. Neste modelo o solo é
composto por elementos de solido isotropico, homogéneo, eléstico e linear, tanto para as
estacas quanto para o solo, que é modelado com 12 m x 12m no plano horizontal (Fig. 3a) e
21,096 m na direcéo vertical (Fig. 3b).
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Figura 2. Primeiro exemplo
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Figura 3. Modelo em elementos finitos

A Fig. 4 ilustra o deslocamento vertical provocado pela carga vertical de 726,4 kN, a
Fig. 5 mostra o deslocamento horizontal devido ao momento de 75,826 kNm e a Fig. 6 mostra
o0 deslocamento horizontal devido a carga horizontal de 181,6 kN. Observa-se que os dois
métodos conduzem a resultados semelhantes.
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Figura 4: Deslocamento vertical devido a carga vertical de 726,4 kN
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Figura 5: Deslocamento horizontal devido ao momento de 75,826 kNm
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Figura 6: Deslocamento horizontal devido a forca horizontal de 181,6 kN
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5.2  Estaca com escorregamento

No proximo exemplo (Fig. 7), considera-se uma estaca cilindrica imersa no solo,
considerado como um semi-espa¢o com as mesmas propriedades fisicas do exemplo anterior.
A estaca, no entanto, tem 0,80 m de diametro, 10 m de comprimento e modulo de elasticidade
igual a 2,1111x107 kN/m?. A aderéncia entre estaca e solo é considerada através de dois
modelos que limitam a tensdo méxima no fuste em f4 =18,89 kN/m2 e em
finax = 15,92 KN/m2 (Fig. 8). E considerado um carregamento vertical (Fz) de 838 kN.

- -y

e e -

*3

E.=2,1111 x 10° kN/m?

v.=02

E, =2 1111 x 107 kN/m*

10m

= =
0,80 m

Figura 7: Segundo exemplo

fmax

Tenséo no fuste

Deslocamento relativo

Figura 8: Modelos de aderéncia

A Fig. 9 mostra o deslocamento dos pontos do fuste sem a consideracdo de
escorregamento e com as consideracOes de escorregamento para as duas tensdes limites. As
curvas do caso sem escorregamento e do caso com tensdo limite igual a 18,89 kPa sdo muito
préximas, mostrando que o deslocamento relativo é pequeno. Porém, com uma tensao limite
menor, ou seja, 15,92 kPa, nota-se uma discrepancia bem mais pronunciada em relacdo ao
caso de aderéncia perfeita.
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Pode-se observar na Fig. 10 que a forca no fuste também & bastante influenciada pela
tensdo limite. Com a tensdo limite mais alta, tem-se a plastificacdo da regido do topo da estaca
apenas. J& com a tensdo limite menor, tem-se a plastificacdo do primeiro terco da estaca.
Nota-se também que com a plastificacdo de regides proximas ao topo da estaca, tem-se um
sobrecarregamento das regides inferiores da estaca.

Deslocamento vertical (mm)
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

j el
4 / ,/ —8—Sem escorregamento
| /

g /f /
l// —&— Com escorregamento

—— Com escorregamento
(fméx = 19,89 kPa)

(fméx = 15,92 kPa)

Profundidade da estaca (m)

10

12

Figura 9: Deslocamento vertical dos pontos do fuste

Forga no fuste (kN/m)
0 10 20 30 40 50 60

| Vs

—8— Sem escorregamento

D// ]\ —— Com escorregamento

(fméx = 18,89 kPa)

Profundidade da estaca (m)

—&— Com escorregamento
/ / / (fméx = 15,92 kPa)
6 Wl

Figura 10: Forga vertical na interface solo/estaca
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6 CONCLUSOES

Apresentou-se neste texto uma formulacdo de problemas de interacdo estaca-solo com
consideracdo de escorregamento, utilizando acoplamento MEC/MEF. O primeiro exemplo
apresentado ilustra um caso de estaca imersa em solo sem consideracdo de escorregamento. A
comparacao deste método com um modelo de elementos finitos revela que hd concordéncia
entre 0s metodos.

No segundo exemplo, foi realizada uma analise de estaca imersa em solo, com e sem a
consideracdo de escorregamento. Neste caso, foram verificadas as variagcGes do deslocamento
relativo e das tensdes do fuste, que mais pronunciadas com tenséo limite mais baixa.

A técnica apresentada neste artigo gera bons resultados com custo computacional e tempo
de processamento muito baixos, mostrando ser uma 6tima ferramenta para a resolugcdo deste
tipo de problema.
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